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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîýèöèåíòà æåñòêîñòè
êðó÷åíèÿ äëÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Ñîðìóëèðîâàí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ óíêöèè
ðàññòîÿíèÿ, ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî
ãðàíèöû. Ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà óëó÷øåíà îöåíêà äëÿ êîíñòàíòû
ýêâèâàëåíòíîñòè êîýèöèåíòà æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ è ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî
ãðàíèöû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêîñòü êðó÷åíèÿ, ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû, ìå-
òîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, çàäà÷à Äèðèõëå.
Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ óïðóãèõ ñòåðæíåé èìååò áîëåå ÷åì
äâóõñîòëåòíþþ èñòîðèþ. Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ââåäåííàÿ
Ø. Êóëîíîì [1℄ áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ êîýèöèåíòîì æåñòêîñòè
êðó÷åíèÿ è çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêîé îðìû Ω ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
è ðàçìåðîâ óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Èññëåäîâàíèþ äàííîé âåëè÷èíû ïîñâÿùåíî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [24℄). Â êëàññè÷åñêîì òðóäå Ñåí-Âåíàíà [4℄
êîýèöèåíò æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ îäíîñâÿçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P (Ω) = 2
∫∫
Ω
υ dx dy,
ãäå υ = υ(x, y)  ðåøåíèå (íàçûâàåìîå óíêöèåé íàïðÿæåíèé) îäíîðîäíîé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆υ = −2 ñ êðàåâûì óñëîâèåì υ∣∣
∂Ω
= 0 .
Ïîñêîëüêó çàäà÷à íàõîæäåíèÿ υ ðåøåíà òîëüêî äëÿ óçêîñïåöèàëüíûõ êëàññîâ
îáëàñòåé, âàæíîé ïðîáëåìîé, âîçíèêøåé â ðàáîòàõ Êîøè è Ñåí-Âåíàíà, ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî óíêöèîíàëà, ýêâèâàëåíòíîãî êîýèöè-
åíòó æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ îäíîñâÿçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.
Â ðàáîòå [5℄ ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è: â êà÷åñòâå ïàðà-
ìåòðà, ýêâèâàëåíòíîãî P (Ω) , ââåäåí óíêöèîíàë I(∂Ω) , íàçûâàåìûé ìîìåíòîì
èíåðöèè îáëàñòè Ω îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû (åâêëèäîâûì ìîìåíòîì èíåðöèè):
I(∂Ω) =
∫∫
Ω
dist2(x, y) dx dy,
ãäå dist(x, y)  ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) ∈ Ω äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω . Ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå: ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû λ > µ > 0 òàêèå,
÷òî
µI(∂Ω) ≤ P (Ω) ≤ λI(∂Ω) (1)
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äëÿ ëþáîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ C . Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà îáëàñòåé A ââåäåì
òî÷íóþ êîíñòàíòó ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííóþ âûðàæåíèåì
λ(A) = sup
Ω∈A
P (Ω)
I(∂Ω)
.
Òîãäà â ñîîòíîøåíèè (1) λ ≡ λ(A) , åñëè A  êëàññ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé.
Èçâåñòíî [5℄, ÷òî λ 6 64 , îäíàêî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íîé. Ë.Â. Êîâàëåâûì
áûëî ïîêàçàíî
1
, ÷òî λ > 4 ; âïîñëåäñòâèè â [6℄ ïðèâåäåíà îöåíêà λ > 4.08 , êîòîðàÿ
ñïðàâåäëèâà äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ñåêòîðîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííàÿ îöåíêà ìî-
æåò áûòü óëó÷øåíà ñíèçó, åñëè íàéäåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ¾ýêñòðåìàëüíàÿ¿ îáëàñòü
Ω˜ , äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå P (Ω˜)/I(∂Ω˜) áóäåò ïðåâîñõîäèòü 4.08 . Îäíàêî óíêöèè
íàïðÿæåíèé è ðàññòîÿíèÿ íåëüçÿ çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè,
÷òî ñèëüíî óñëîæíÿåò ïîèñê.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå îöåíêè êîíñòàíòû λ , à èìåííî
ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ
P (Ω)/I(∂Ω) ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω è ïîèñê ýêñòðåìàëüíîé îáëàñòè ñðåäè âñå-
âîçìîæíûõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáüåì çàäà÷ó íà òðè ýòàïà:
âû÷èñëåíèå óíêöèè íàïðÿæåíèé, íàõîæäåíèå óíêöèè ðàññòîÿíèÿ è âû÷èñëåíèå
óíêöèîíàëîâ P (Ω) è I(∂Ω) .
1. Âû÷èñëåíèå óíêöèè íàïðÿæåíèé
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èñ-
õîäíóþ îáëàñòü ðàçáèâàåì íà ìíîæåñòâî òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ
îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå èç M òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ â ñîâî-
êóïíîñòè n âåðøèí. Ýòè âåðøèíû áóäåì ñ÷èòàòü óçëàìè ðàçáèåíèÿ. Äàëåå, ñëå-
äóÿ [7℄, íà êàæäîì òðåóãîëüíîì ýëåìåíòå Am, m = 1, . . . ,M ñ íîìåðàìè âåðøèí
i, j, k ∈ {1, . . . , n} èñêîìîå ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåì êóñî÷íî-ëèíåéíîé óíêöèåé
ϕ(m)(x, y) = α1 + α2x+ α3y . Êîýèöèåíòû α1, α2, α3 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû
ϕ(m)(Xs, Ys) = Φs , s = i, j, k , òî åñòü â óçëàõ (Xs, Ys) òðåóãîëüíèêà óíêöèÿ ïðè-
íèìàåò íåèçâåñòíûå ïîêà çíà÷åíèÿ Φs óíêöèè íàïðÿæåíèé. åøèâ ïîëó÷åííóþ
ñèñòåìó, çàïèøåì àïïðîêñèìèðóþùóþ óíêöèþ â áîëåå óäîáíîì âèäå:
ϕ(m) = NiΦi +NjΦj +NkΦk,
Ns = (as + bsx+ csy)/2|Am|, s = i, j, k, (2)
ãäå |Am|  ïëîùàäü òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà Am , à êîýèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ
êîîðäèíàòàìè åãî âåðøèí:
ai = XjYk −XkYj ,
bi = Yj − Yk,
ci = Xk −Xj ;

ai = XkYi −XiYk,
bi = Yk − Yi,
ci = Xi −Xk;

ai = XiYj −XjYi,
bi = Yi − Yj ,
ci = Xj −Xi.
(3)
Â âàðèàöèîííîé îðìóëèðîâêå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ∆ϕ =
= −2 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ϕ
∣∣
∂Ω
=0 ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ìèíèìóìà óíêöèî-
íàëà
χ(ϕ) =
∫∫
Ω
[
1
2
(
∂ϕ
∂x
)2
+
1
2
(
∂ϕ
∂y
)2
− 2ϕ
]
dx dy. (4)
1
Ë.Â. Êîâàë¼â. Ëè÷íàÿ ïåðåïèñêà ñ Ô.. Àâõàäèåâûì.
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Ïîñêîëüêó àïïðîêñèìèðóþùàÿ óíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, èíòåãðàë â (4)
ìîæíî ðàçáèòü íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî òðåóãîëüíûì ýëåìåíòàì Am, m = 1, . . . ,M ,
â êàæäîì èç êîòîðûõ óíêöèÿ ϕ(m) = ϕ
∣∣
Am
íåïðåðûâíà. Îáîçíà÷èì g(m) = ∇ϕ(m)
è ïåðåïèøåì (4) â ìàòðè÷íîì âèäå:
χ(ϕ) =
M∑
m=1
χ(m)(ϕ(m)) =
M∑
m=1
∫∫
Am
[
1
2
g(m)
T
g(m) − 2ϕ(m)
]
dx dy. (5)
Ó÷èòûâàÿ (3), ãðàäèåíò g(m) ïåðåïèøåì â âèäå:
g(m) =

∂ϕ(m)
∂x
∂ϕ(m)
∂y
 =

[0]
∂N
(m)
i
∂x
[0]
∂N
(m)
j
∂x
[0]
∂N
(m)
k
∂x
[0]
[0]
∂N
(m)
i
∂y
[0]
∂N
(m)
j
∂y
[0]
∂N
(m)
k
∂y
[0]


[0]
Φi
[0]
Φj
[0]
Φk
[0]

= D(m)Φ(m),
ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû D(m) =
(
d
(m)
pq
)2,n
p,q=1
è âåêòîðà Φ(m) =
(
ϕ
(m)
q
)n
q=1
óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì: d
(m)
pq = ϕ
(m)
q = 0, q /∈ {i, j, k}, 1 6 q 6 n, p = 1, 2 . Èç (2)
ñëåäóåò
D(m) =
1
2|Am|
[
[0] b
(m)
i [0] b
(m)
j [0] b
(m)
k [0]
[0] c
(m)
i [0] c
(m)
j [0] c
(m)
k [0]
]
.
åøàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè óíêöèîíàëà (5) íà êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå, ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñò-
íûõ Φ(m) :
M∑
m=1
∫∫
Am
D(m)
T
D(m)Φ(m) dx dy = 2
M∑
m=1
∫∫
Am
N (m)
T
dx dy. (6)
Ïðàâóþ ÷àñòü (6) ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà ∫∫
Am
Nai N
b
jN
c
k dx dy =
2a!b!c!
(a+ b+ c+ 2)!
|Am|, a, b, c ∈ N ∪ {0}, (7)
ïðèâåäåííîå â [8℄. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (6)
íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
M∑
m=1
D(m)
T
D(m)Φ(m) =
2
3
M∑
m=1
e(m), (8)
ãäå e(m) =
(
e
(m)
q
)n
q=1
 âåêòîð, ýëåìåíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ óñëîâèåì:
e(m)q =
{
1, q ∈ {i, j, k},
0, q /∈ {i, j, k} .
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èñ. 1. Âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ
Òàê êàê ìàòðèöà ñèñòåìû (8) ñèëüíî ðàçðåæåíà è èìååò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü,
äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, âïåðâûå ïðèâåäåííûé
â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Õåñòåíñà è Øòèåëÿ [9℄. Íèæå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì äàí-
íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ âèäà Ax = b , ðàçìåðíîñòè n × n , ñ îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòüþ ε . Àëãîðèòì îïòèìèçèðîâàí äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.
1. Èíèöèàëèçàöèÿ: k = 0, ρ1 = ‖b‖2 =
n∑
i=1
|bi|2, ρ2 = 1,x = 0, p = 0, r = b .
2. p = r + (ρ1/ρ2)p .
3. w = Ap .
4. α = ρ1/(p,v) .
5. x = x + αp .
6. r = r− αw .
7. ρ2 = ρ1, ρ1 = ‖r‖22 .
8. Åñëè
√
ρ1 > ε‖b‖2 , òî âîçâðàò ê 1.. Èíà÷å x  èñêîìîå ðåøåíèå.
2. Âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ
Ïî àíàëîãèè ñ óíêöèåé íàïðÿæåíèé, óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ áóäåì àïïðîêñèìè-
ðîâàòü êóñî÷íî-ëèíåéíîé óíêöèåé δ =
M∑
m=1
δ(m) =
M∑
m=1
N (m)E íà ìíîæåñòâå èç M
òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Âåêòîð ET = (dist2(X1, Y1), . . . ,dist
2(Xn, Yn)) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé êâàäðàòû ðàññòîÿíèé îò âåðøèí (Xi, Yi) òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ îáëàñòè
Ω äî ãðàíèöû.
àññìîòðèì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êè
O(X,Y ) äî ãðàíèöû ∂Ω (ñì. ðèñ. 1). Êàæäûé ñåãìåíò ãðàíèöû âìåñòå ñ òî÷êîé O
îáðàçóåò òðåóãîëüíèê, ñëåäîâàòåëüíî, dist(X,Y ) = min
i
δi , ãäå δi  ðàññòîÿíèå â i-ì
òðåóãîëüíèêå; ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òðåóãîëüíèêàì. Åñëè óãëû ïðè îñíîâàíèè
òðåóãîëüíèêà îñòðûå (êàê â △AOB ), òî ðàññòîÿíèå δi ðàâíÿåòñÿ âûñîòå Oh . Èíà-
÷å (△BOC ) δi = min(OB,OC) (õîòÿ ñòîðîíà OC íå ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì, òàê
êàê ïåðåñåêàåò ãðàíèöó, îíà íèêîãäà íå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ, ïîñêîëüêó âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò âûñîòà, ìåíüøàÿ OC ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà ñ
äëèíàìè ñòîðîí α, β, γ (ñòîðîíà äëèíû γ ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòîì ãðàíèöû) êâàäðàò
ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
δ2i =
{
α2 − (γ2 + α2 − β2)2/4γ2, α2 + γ2 > β2 è β2 + γ2 > α2,
min(α2, β2), α2 + γ2 6 β2 èëè β2 + γ2 6 α2.
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èñ. 2. Êëàññû îáëàñòåé ST è SN
3. Âû÷èñëåíèå æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ
è ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû
Èñêîìûå óíêöèè íàïðÿæåíèé è ðàññòîÿíèÿ ìû àïïðîêñèìèðîâàëè êóñî÷íî-
ëèíåéíûìè óíêöèÿìè ϕ è δ , èìåþùèìè âèä:
ν =
M∑
m=1
ν(m) =
M∑
m=1
N (m)V,
ãäå V  âåêòîð çíà÷åíèé óíêöèè â óçëàõ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Ω . Âû÷èñëèì èíòå-
ãðàë ν :∫∫
Ω
ν dx dy =
M∑
m=1
∫∫
Am
ν(m) dx dy =
M∑
m=1
∫∫
Am
N (m)V dx dy =
M∑
m=1
V T
∫∫
Am
N (m)
T
dx dy.
Èñïîëüçóÿ îðìóëó (7), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà:
∫∫
Ω
ν dx dy =
M∑
m=1
V T
∫∫
Am
N (m)
T
dx dy =
=
M∑
m=1
V T e(m)|Am|/3 =
M∑
m=1
(Vi + Vj + Vk)|Am|/3. (9)
Òàêèì îáðàçîì, æåñòêîñòü êðó÷åíèÿ è, ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû
ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ó÷åòîì (9):
P (Ω) = 2
M∑
m=1
(Φi +Φj +Φk)|Am|/3, (10)
I(∂Ω) =
M∑
m=1
(Ei + Ej + Ek)|Am|/3. (11)
Èñïîëüçóÿ îðìóëû ,(10), (11), ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü óíêöèîíàëû
P (Ω) è I(∂Ω) äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω , ãðàíèöà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîèçâîëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
4. åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà
Äëÿ îöåíêè êîíñòàíòû λ áûë ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïðåäíàçíà-
÷åííûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ óíêöèîíàëîâ P (Ω) è I(∂Ω) îò îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ,
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èñ. 3. Êëàññû îáëàñòåé ST (n, a) (ââåðõó) è SN(n, a) (âíèçó)
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðîèçâîëüíûé ìíîãîóãîëüíèê. Âñå îñíîâíûå ðàñ÷åòû ïðî-
âåäåíû ïðè ðàçáèåíèè îáëàñòè, ñîäåðæàùåì ïîðÿäêà 105 óçëîâ. Ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ áûëà îöåíåíà íà îáëàñòÿõ, äëÿ êîòîðûõ èñêîìûå óíêöè-
îíàëû èìåþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (ñì. [2, 3℄). àñõîæäåíèå ìåæäó ÷èñëåííûì
è òî÷íûì ðåøåíèåì âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.0004% äî 1.1%.
Öåëüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà áûëî íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëüíûõ îáëàñòåé, äëÿ êî-
òîðûõ çíà÷åíèå λ ñóùåñòâåííî áû ïðåâûøàëî 4.08. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíûìè
îêàçàëèñü ñëåäóþùèå êëàññû îáëàñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ST (n, a) êëàññ çâåçäîîá-
ðàçíûõ îáëàñòåé ñ n ëó÷àìè è îòíîøåíèåì âûñîòû ëó÷à ê åãî îñíîâàíèþ, ðàâ-
íîìó a ; òàêæå ââåäåì êëàññ ¾ñíåæèíîê¿ SN(n, a) ñ àíàëîãè÷íûìè ïàðàìåòðàìè
(ñì. ðèñ. 2).
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èñ. 4. Ââåðõó: îáëàñòü Ω3 . Âíèçó: ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ óíêöèè ðàññòîÿíèÿ
(ñëåâà) è óíêöèè íàïðÿæåíèé (ñïðàâà) äëÿ Ω3
åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû:
1. Â êëàññå ST íàéäåòñÿ îáëàñòü Ω1 (n = 7, a ≈ 3.9) òàêàÿ, ÷òî P (Ω1) ≈
≈ 4.64I(∂Ω1) è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
λ ≥ λ(ST ) ≥ 4.64.
2. Â êëàññå SN íàéäåòñÿ îáëàñòü Ω2 (n = 7, a ≈ 2) òàêàÿ, ÷òî P (Ω2) ≈
≈ 4.8I(∂Ω2) è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
λ ≥ λ(SN) ≥ 4.8.
Äàëåå áûë èññëåäîâàí êëàññ îáëàñòåé, ïðîèçâîäíûõ îò SN , èìåþùèõ âèä ìíî-
ãîãðàííèêà ñ ðàçðåçàìè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà îáëàñòü Ω3 ,
à òàêæå ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ óíêöèé ðàññòîÿíèÿ è íàïðÿæå-
íèé äëÿ ýòîé îáëàñòè, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé. Âûñîòà
êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé óíêöèè.
Äëÿ îáëàñòè Ω3 âåðíî ïðèáëèæåííîå íåðàâåíñòâî P (Ω3) ≈ 6I(∂Ω3) . Ñëåäîâà-
òåëüíî, â êëàññå îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé êîíñòàíòà ýêâèâàëåíòíîñòè λ > 6 .
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîåññîðó Ô.. Àâõàäèåâó çà ïðåäëîæåííóþ çàäà÷ó è öåííûå çàìå÷àíèÿ,
à òàêæå äîêòîðó èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîåññîðó À.Á. Ìàçî çà ïðåäî-
ñòàâëåííóþ ïðîãðàììó òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè.
Summary
D.A. Abramov. Lower Estimates for the Equivalene Constant of the Torsional Rigidity
and the Moment of Inertia about a Boundary.
In this paper, we onsider the problem of approximate omputation of the torsional rigidity
oeient for simply-onneted domains. An approah to the distane funtion determination
is dened; a numerial method for alulating the moment of inertia about a boundary
66 Ä.À. ÀÁÀÌÎÂ
is proposed. Using a numerial experiment, the estimate for the equivalene onstant of the
torsional rigidity oeient and the moment of inertia about a boundary is improved.
Key words: torsional rigidity, moment of inertia about a boundary, onjugate gradients
method, Dirihlet problem.
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